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Definicién 1

Sea Kun conjunto y sean + y * dos operaciones binarias internas definidas sobre K, llamada SUMA y Producto
respectivamente. diremos que K, con estas operaciones, es un CUERPO si se satisfacen los siguientes axiomas:
Aj .- La suma es una operacion asociativa, esto es, Vr,y,z € K, x + (y + Z) = (x + y) + z.

As.- La suma es conmutativa, esto es, Vr,y € K.x +y=y+x

As.- Eziste en Kun elemento neutropara la operacion +, esto es, existe 0 € K tal que Vo € K, o+ 0 =x

Ay.- Para cada x € K, existe —x € K, llamado simetrico de z, tal que x + (—l‘) =0

As.- El producto es una operacion asociativa, esto es, V,vy,z € K, x * (y * Z) = (x * y) * 2

Ag.- Existe en Kun elemento neutro para la operacion producto, esto es, existe 1 € K, 1 7'é O,talqueV:L’ S
K,z *1=1%x = x. Usualmente, 1 se dice el elemento unidad de K.

A—T7.- Para todo elemento z € K, x # 0, existez ! € K, llamado inverso de z, tal que vxx~ 1 = 27 sz = 1.
Ag.- La operacion producto es distributiva con respecto a a la suma, esto es, Vr,y, z € K, x*(y—l—z) = T*kY+T*kZ
Diremos que Kes un CUERPO CONMUTATIVO, si ademas se satisface:

Ag-Ve,ye Kizxy=yxux

Observaciones

1 1

(1) FEscribiremos la terna (K,+,*) para indicar que el conjunto Kcon las operaciones + y * es un cuerpo.

(2) Los conjuntos @, R, y Cde los numeros racionales, reales y complejos respectivamente, constituyen cuerpos

conmutativos con las operaciones de suma y producto usuales.

Definicién 2

Sean V un conjunto, Kun cuerpo y

+: VoV — V

(z,y) — T + Y, una operacion binaria interna llamada suma.

)

*KaV: — V

(c, :L‘) — Qx, una operacion binaria externa llamada producto por escalar.

Diremos que V con las operaciones + y * es un ESPACIO VECTORIAL sobre Ko un K-ESPACIO VECTORIAL,
st se satisfacen los siguientes axiomas:

Vi-Va,y,zeVi(x+y)+z=a+ (y+ 2).

V.-Ve,ye K,x+y=y+x.

V3.- Eziste un elemento 0y, € V', llamado VECTOR NULO de V tal que Vx € V,x 4+ 0y = x

Vy.- Dado z € V, existe — x € V, llamadoSIM ETRICOOINV ERSOdex, talquev + (—z) =0y .
Vs.-Vo, B e K,Vr € V, a(fx) = (af)x

Vo.-Va e KV, y e V, a(x +y) = ax + ay.

Vi-Vo,B e KVx €V, (a+ B)x = ax + Sr.

Ve.-Vx € V, 1*2=x, donde 1 es el elemento unidad del cuerpo K.



Observaciones

(1) Los elementos de V se denominan VECTORES y los elementos de KESCALARES.
(2) Del azioma V3 se concluye que V # ().SiK = R, diremosqueV esunespaciovectorialreal .SiK =
C, diremosqueV esunespaciovectorialcomplejo.
(8) Cualesquiera sean los vectores x e y de V, x+(-y) se escribe como z-y y se llama DIFERENCIA ENTRE x e y.

Propiedades de los espacios vectoriales

(1) El elemento neutro 0y para la operacion suma, cuya existencia postula V3 es unico.
(2) Para cada elemento z de V, el inverso -z para la operacion +, es unico.
(3) Ley de cancelacion
Ve,yzeVie+y=a+2=>y==2
(4) El producto escalar 0 por cualquier vector es el vector nulo
(5) Va e K,Vz € V, (—a)r = —(ax)
(6) VA € K, N0y = 0y
(7 axx=0y = (a=0Ve==0y),acKzxeV

Subespacio

Definicion 3

Sea V un K- Espacio vectorial y S un subconjunto de V. Diremos que S es un SUBESPACIO VECTORIAL DE 'V,
st S es un espacio vectorial sobre Kcon las mismas operaciones de suma y producto por escalar definidas en V.
Observacion

Cualquiera sea el espacio V, tanto 8y como V son subespacios de V llamados subespacios triviales.

Teorema 1

Sea V un K-espacio vectorial y S un subconjunto de V. Entonces S es un subespacio vectorial de V si y solo si:

(1) S#0
2 (reSANyeS)=z+yeS
3) NeKzeS)=reS

Interseccion de subespacios

Teorema 2

Si S y T son dos subespacios vectoriales de un mismo K-espacio vectorial v, entonces la interseccion de S y T,
S NT, es un subespacio vectorial de V.

Union de subespacios

En general la union de subespacios no es subespacio vectorial.

Teorema 3

Si Sy T son subespacios de un K-espacio vectorial V, entonces S \UT es subespacio si y solo si S CT VT C S.
Suma de subespacios

Sean S y T dos subespacios del mismo K-espacio vectorial V, se llama SUMA DE S Y T al conjunto

S+T={veV/iv=s+t,se SANteT}

Teorema 4
S+T es un subespacio vectorial de V

Observacion

SiSNT = {QV}, la suma de S+T se llama SUMA DIRECTA y se escribe:
SeT



Combinaciones lineales, dependencia lineal e independencia lineal
Definicion 4
Sean, V un K-espacio vectorial, 1,9, T3, ..., Ty vectores de V. El vector X es COMBINACION LINEAL (C.L.)

de X1, Xo, ..., T, si existen escalares a1, Qg ..., , € K tales que

n
X =z +agxg + ... + apxy, = E ;T
i=1

Observacion

El vector nulo es C.L. de cualquier conjunto de vectores. En efecto, VYn € N AV, 2o,...,2, € V; Oy =
Oxy + Oz + ... + Ox,,.

Teorema 5

Sean V un K-espacio vectorial y A= {Ul, U2, ...,Ur} C V. el conjunto de todas las combinaciones lineales de
vectores de A es un subespacio vectorial de V.

Definicion 5

Sean V un K-espacio vectorial y A= {vl, V2, wuey UT} C V; A es un conjunto LINEALMENTE DEPENDIENTE

(L.D.) si existen escalares no todos nulos (v, (g, ..., . € K tales que

vy + ..+ o, = 6,
Si A no es un conjunto L.D., se dice que es LINEALMENTE INDEPENDIENTE(L.I.)
Definicion 6
S es un conjunto LINEALMENTE INDEPENDIENTE si todo subconjunto finito de S es L.I.

Observaciones

(1) Que el conjunto A= {Ul, V2, ..oy UT} sea L.I. significa que la unica C.L. de U1,V2, ...,V — T que da como
resultado el vector nulo es la trivial, es decir,

o+t =0y >0 =as=...=a, =0
(2) Todo conjunto que consta de un unico vector distinto del nulo es L.I.
En efecto, si A=z, x # Oy entonces

ar =0y =>a=0
(3) Todo conjunto que contiene al vector nulo es L.D. basta observar que
1x6,+0xvy+...+0x*xv, =0y Yo, vg,..,0. €V

(4) El conjunto DesL.I.
Si fueseL.D., existirianvectoresuvy, ..., v, en Qyescalaresa — 1, ...ce, no todos nulos tal que

”
E a,;v; = Oy
i=1

Decir que existen vectores U1, Vg, ..., Uy € (0 es una contradiccion que proviene de suponer que (0 es L.D.
Por lo tanto () es L.I.



Observaciones

(1) Si { U, ..oy Uk } es un conjunto de vectores L.D., entonces uno de los vectores es C.L. de los restantes.
(2) Reciprocamente, si un vector v es C.L. de vy, Vg, ..., Uk, entonces { U, V1, Vg, ..., Uk } es L.D.
En efecto, existen oy, (g, ..., O tales que :

V= QU1 + QoUg + ... + QU
Luego

1xv—aqv) — vy — ... — Uy, = Oy

Los escalares de la C.L. no son todos nulos, por lo tanto { V, V1, V2, ..., Uk } es L.D.

(3) Todo subconjunto de un conjunto L.I. es L.I.

(4) Todo conjunto de vectores que contenga un subconjunto L.D. es L.D.

(5) Si el conjunto A = { U1, V2, ..., Uk } es un sistema de generadores de L.D. del espacio vectorial V, entonces
existe V; € A tal que A- { v—] } es un sistema de generadores de V

Definicion 7
Un subconjunto A= { V1, V2, ..., Un } del K -espacio vectorial V es L.I. MAXIMAL, si A es L.I. y si A U { w }
es L.D., cualquiera sea w € V, w # v;, i= 1,n

BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL
Definicion 8

Sea V un K -espacio vectorial .

A={ v1,v2,...,;v, } C V es una BASE DE V si:

(1) A es L.I
(2) A es un sistema de generadores de V

Observacion

Se conviene considerar una base como un conjunto ordenado de vectores

Teorema 6

Todo espacio vectorial posee base.

Teorema 7

Sea V un K-espacio vectorial generado por un conjunto finito de vectores Vi, Vs, ..., VUn. Entonces todo conjunto
L.1. de vectores de V es finito y contiene a lo mas n vectores.

Corolario

Dos bases cualesuiera de un mismo espacio vectorial tienen igual numero de elementos

Definicion 9

Se llama DIMENSION de un K-espacio vectorial V al numero de elementos de una base cualquiera de V. Se denota
Dim V.

Si V consiste unicamente en el vector nulo, diremos que su dimension es 0.

Observacion

De aqui en adelante considerademos mayoritariamente espacios vectoriales de dimencion finita

Proposiciones

(1) En un K-espacio vectorial V de dimension n , todo subconjunto S L.I. con n vectores es una base de V
(2) Toda base de un espacio vectorial es un conjunto L.I. mazimal, es decir, si B es base y B” es L.I tal que
BC B’



Observaciones

Sea V un K-espacio vectorial de dimension n, entonces:

(1) Todo subconjunto de V con mas de n vectores es L.D.

(2) Todo subconjunto de V con menos de n vectores no genera a V

(8) Todo subconjunto de V con n elemntos que genera a V es una base de V
(4) Todo subconjunto de V, L.I. con n elementos es una base de V

(5) Todo subconjunto L.I. de V se puede extender a una base de V

(6) Si W es un subespacio de V, entonces dim W < n

(7) Si W es un subespacio de V' y dim W = n, entonces W =V

Sea V un K-espacio vectorial de dimencion finita, B= { VU1, V2, ..., Un } una base de V. Entonces todo vector x de
V se escribe en forma unica como C.L. de los vectores de B.
Observacion

Si B= { V1, Vo, ..., Up base del K-espacio vectorial V, entonces

[vi]g = (0...010...0)Tes el i — esimo lugar



