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TEMA 4

teorema de Ptolomeo

SCARLETE PALMA RIFO - EDAOGA EN MATEMATICAS Y COMPUTACION
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EMA . Sean AABC y AA’'B’C’ dos triangulos tales que

'] _ |a'c]

m(44) = m(£(4") y |AB] |AC|

Entonces los dos tridngulos son semejantes.
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DEMOSTRACION:

S — lTAgI|‘ Si aplicamos una dilacién Dy al +ridugulo AABC oltenewmos un tridugulo AA”B”C” +al que
|A"B"| = 1|AB]|
|A"C""| = A|AC|
|B""C"| = 1|BC]|

Por un teorema anterior (adivina cudl), los dos +ridngulos tieven dugulos correspondientes de misima medida.
En particular m(gA4) = m(4B”). Luego, los triangulos AA'B'C’ vy AAB”C” son congruentes por criterio LAL.
Evtouces AA’B’C es semejante con AABC.
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DEFINICION - Un poligono es ciclico si sus vértices
pertenecen a una misma circunferencia-.
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TEOREMA 9. Sea ABCD un cuadriléate NS

son equilivalentes:
L. ABCD es ciclicos

2. los adngulos opuestos de ABCD son suplementarios.

m(44) + m(4C) = 180° = m(4B) + m(4D)
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DEMOSTRACION:

Probamos 1 = 2
SI ABCD se scribe en una circunferewcia de centro 0, dibujamos los segmentos OB v OD.

Por angulos a la circunterencia se cumplen m(44) = %m(z&BOD) ym(4C) = %m(z&DOB)\ En particular
m(g4) + m(4C) = 180°. La otra igualdad se prueba de mavera similar.
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DEMOSTRACION:

Probamos 1 & 2

Es suficiente probar due st ABCD wo es ciclico, lneao m(44) + m(4C) # 180°.

2igéat :

Trazamos la circunferencia C por los puntos A, B, D. Como el poligono vo es ciclico, entonces el punto C vo
pertevece a C. Supongamos que C sea externo a C como en la figura. Sea E # B el punto de interseccion de
C con BC.
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DEMOSTRACION: 3 =

Como ABED es ciclico, entonces (los dngulos nombrados sow los marcados en verde) m(4A) + m(4E) =
180°.

Por otro lado, m(4E) > m(4C), siewdo el primero un duaulo externo al tridngulo ADEC. Luego

m(44) + m(3C) < 180°

De wmavera similar, si C es wterno a la circunferevcia se prueba due se cumple la desigualdad opuesta.
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TEOREMA 10. TEOREMA DE PTOLOMEO. Sea ABCD un
cuadrilatero con diagonales AD y BC. Luego las
sigulentes son equivalentes:

L. ABCD es ciclicos;

2. La sigulente es cierta

IBC||AD| = |AC||BD| + |BA||DC]
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DEMOSTRACION:

Probamos 1 = 2.
Sea P un punto de la recta Lye tal que m(£BDA) = m(4CDP).

Como ABCD es ciclico, lneao m(4ABD) + m(4DCA) = 180° por el teorema 10. Entonces m(4DBA) =
m(4PCD) por ser suplementarios de un mismo dnaulo. Luego ADCP~ADBA, asi due

IDB| _ |BA]
IDC|  |CP]




Por construccion m(4£BDC) = m(4ADP) , adewmds m(4CBD) = m(4CAD) por ser dvgulos a la
circunferencia sobre un wismo arco. Luego ABDC~AADP vy por lo tanto la siguiente es cierta

|BC|  |BD|
|AP|  |AD|

(2)
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De las ecuaciones anteriores d@dmcl\mos las siguientes

AD
IBC| 5 = AP por (2)
—/|AC| + |EP]
DC
= |AC| + |BA] :BD: por (1)

WMultiplicando por |BD| olotenemos

|BC||AD| = |AC||BD| + |BA||DC|
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Probamos 2 = 1
Supongamos due ABCD o sea ciclico v construimos P de wmavera +al que AABD~APCD.

Como ABCD vo es ciclico, lneao m(4ABD) + m(4DCA) # 180°, por el teorema 10. Entonces m(4PCD) +
m(4DCA) # 180°, asi que los puntos A, C, P vo sou colineales. Por lo tanto

|AP| < |AC| + |CP|




CALMA CALMA..

YA VAMOS TERMINANDO-
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Observamos due m(4BDC) = m(4ADP) y ademds 'lﬁgl' = :‘;‘g: por AABD~APCD. Luegp, ADBC~ADAP por

un lema anterior (biscalo).

De la semejanzas anteriores, deducimos las siguientes

|DAlIBC| _ l4BlicD|
|CP| =
|BD | |BD|

|AP| =

Sustituyendo en |AP| < |AC| + |CP| olrtenemos
IDA||BC| < |AC||BD| + |AB||CD]




