FUNCIONES

Funciones de una variable

I

Si a cada elemento x de un conjunto X se le hace corresponder, mediante
una regla o formula, un elemento y, y sélo uno de otro conjunto Y, dicha
correspondencia se denomina funcién. El conjunto X se llama Dominio de la
funcion y el conjunto Y Contradominio (codominio) o Dominio de imagenes.
Una funcién es pues un conjunto de pares ordenados (X, y) en donde no
puede haber dos parejas distintas en que se repita el primer elemento.

Definiciéon de funcién de una variable:
Sea X un conjunto de numeros reales, una funcion f de una variable es
una correspondencia que asocia a cada niumero X que pertenece a X uno y
s6lo un numero real y que pertenece a un conjunto Y. Cada elemento de Y
queda notado y determinado por y = f (X).

Ejemplo de funciones de una variable independiente:

Six)=3x-2 (1)

glx) =~x" -7 (@)

La expresion de la funcion (1) indica que para hallar la imagen de un valor
particular de x, debemos multiplicarlo por 3 y al resultado restarle 2
unidades. La férmula de la (2) hace que a los valores de x se les eleve a la
tercera potencia, al resultado se le reste 7 unidades y al total se le saque la
raiz cuadrada. En la préactica, lo que debemos hacer, para hallar el valor
correspondiente de la funcién para un valor particular de x (que pertenece,
obviamente, al dominio de la funcidn), es reemplazar en la expresion la x
por el valor particular asignado y efectuar las operaciones indicadas.
Calculemos, por ejemplo, la imagen para x igual a 2 en las funciones (1) y
(2):

Fl2y=32-2=6-2,

Fi2i=4 "f de dosg esigual a cuatro”.

g =42 -7 =8-7 =,

gi21=1: "z de dos ez igual auns".

Otra notacion adecuada para establecer el conjunto de pares ordenados de
una funciéon de una variable independiente es:

A X e y se les llama variables, a la x: variable independiente, a la y:
variable dependiente. La razén de ello es que la x puede tomar valores
arbitrarios (siempre y cuando pertenezcan al dominio de la funcion);
mientras que la y obtiene su valor dependiendo del asignado a x y, después
de pasar por las operaciones que indica la férmula de la funcién.

Como se puede colegir, el dominio de una funcidbn es aquel conjunto de
numeros que puede tomar la variable independiente. Si estamos trabajando
con los numeros reales, por ejemplo, debemos tener en cuenta dos
restricciones importantes: "la division por O no existe" y "la raiz de indice
par de nUmeros negativos no esta definida en los reales". El dominio de una
funcion se halla, por lo general, de una forma analitica. Para hallar el



codominio de una funcién es aconsejable deducirlo observando la grafica de
dicha funcién.

Ejemplo ilustrativo:

Hallar el dominio de las siguientes funciones,

r+2
L — 3
() © +3x-4 )
glx) =4x+% (4)
Soluct dn

Enlafuncidn (3) se tiene un coctente, por Lo que:
xP+3x-4=0,

= (zx+dix-1=0 ffactonizando},

= zxz=-4yx=]l
Damf =R - {-4,1}.

Enlafuncién (4) se tiene unaraiz de indice par, 4, porlo que
x+3 20,

= xz-9
Damg =[-8, =),

Grafica de una funcion:

Es muy ilustrativo para observar el comportamiento de una funcién
representarla graficamente. A continuacién se da la definicion:

"Sea funafuncidn, entonces la grafica de # oes el conjuntoe de todos los puntes (x, ¥

en R* paralos cuales {x, ¥) es un par ordenado en 7",

La técnica para graficar una funciéon depende en gran medida del tipo de
funcibn. Es conveniente hacer una tabla de valores donde estén
representados los valores dados a x y los correspondientes hallados para v.

Algebra de funciones:

Con las funciones también podemos realizar las operaciones de suma, resta,
multiplicacién, divisidon y otras mas (composiciéon de funciones).Veamos:
Considerense las dos funciones F v g, lasuma § + g, ladiferencia £ — g, el producte f+ g
v el cociente £/ g se definen comeo sigue:

(1)

{11

{111)

(1v)
El dominio, en cada case, consiste en lainterseccidn de los dominios de f vz, venel
coclente Fig, glx) =0

Composiciéon de funciones:
Dadas las funciones f v g, lafuncion compuesia denotada por /o gz, se define como

El dominio de 7o g es el conjunto de todos x que pertencen al domg, tales que gix) esta
e el damf.



*+ La funcidbn compuesta es la funcion de una funcién.
Ejemplo ilustrativo:

Dadas f{x)=x"-1v glx)=+/x+3, hallar fog v gof v determinar los dominios

respechivos.
molucidn
2
(fog)(®) = Flg) =xTs —1=2+3-1
(fogi(n) =x+2

Eldome =[-3,0) v el domyf =({—o0, ), porlo tanto dome(f og) =[-3, o).

(gofitx)=g(f(m) =4z -1+3;
(gofifx)=+x"+2

El dawmyf = (—w, o) v el damg =[-3, @), porlo tanto dom(g o f) = (-0 o).

Funciones inversas:

Si fy g son dos funciones tales que f (g(x)) = g( f (X)) = X, entonces fy g
son funciones inversas.

Ejemplo ilustrativo:

Si f(X)=x+3 y g(x) =x-3, fygson inversas pues,
fOX)=x-3)+3=x y g(f(xX))=Kx+3)-3=x.

Funciones pares e impares:
Sea f una funcién tal que si x esta en el dominio de f, -x también lo esta:
(i) fes una funcién par si f (-x) = f (x), para toda x en el dom f.
(ii) f es una funcion impar si f (-x) = -f (x), para toda x en el dom f.
*+ La gréfica de una funcién par es simétrica con respecto al eje y
*+ La grafica de una funcidon impar es simétrica con respecto al origen de
coordenadas.
Ejemplos ilustrativos:
Fix)=2x* esunafuncién par, pués F(-x)=2(-2° = 22* = F(x)
F(x) =32 esunafuncién impar, pués f (-x) = 3(-x)° =3(-x") = -3x° = —F(x).

Funciones periddicas:

"Se dice que una funcién f con dominio D es periddica si existe un
numero real positivo k talquet + kestaen D y f (t + k) = f (t) para todo
t en D. Geométricamente esto significa que la grafica de f se repite cuando
las abscisas de los puntos toman valores en intervalos sucesivos de
amplitud k. Si existe un minimo namero real positivo k con esta propiedad,
se dice entonces que k es el periodo de f'. Ejemplos de funciones periddicas
son las funciones trigonométricas. Las funciones seno, coseno, cosecante y
secante tienen periodo 2p, y la tangente y la cotangente tienen periodo p.



Ejercicios resueltos

1. Dada f(x) =+/2x* +1, encuentre
FO=20 F00) A F AU Fex’ -1

0

Jath) - Sl
P . =

En los ejercicio 1 y 2, se definen las funciones f y g. En cada ejercicio
defina las siguientes funciones y determine el dominio de la funciéon
resultante:

@ f+g,(B)f-g;(@©F*g; @A f/g;(e)g/f

+1

2. fxy=x-5 glx)=x" -1 3. 7(x) =

x 1
. glx)=—
x x

En los ejercicios 4 a 7, se definen las funciones f y g. En cada
ejercicio defina las siguientes funciones y determine el dominio de la
funcién compuesta:

(@) feg, (bjgef, () fof. (dgeg
4. flx)=x-2 glx)=x+7 5. f(x)=x-5 g(x)=x" -1

8. f(x) =Vx=2 g =" -2 756 =2 g =

8. Zetiene f(x)=2x -3 definalas siguientes funciones v determine el dominio
de la funci én resultante:

(@) Fx, GIADF, (0 (F = ()

9. Determine si la funcidn que se da es par, impar, o ninguna de las dos:

(2) glzx)=5x" -4 (&) fix)=x"+1 () F(6) =48 +3% -2
_.?"2—1 1 sx>0 _4;;3—5

Gen=mn  ©OJWs {—1 ixco D Toe

(g) flz) =z -1 (h) g(x) = xlf+| 1 (i) g(x) =~/x" -1

() F(x) ==

10. Seaf(x)=% Vi g(x:|=1_x 11. S =x"+2x+ 2,

x+1 x encuentre dos funciones g paralas cuales
Lluestre que v 2 son funciones inversas. (fogi(x) = 2 _dr+5

12. Dada g(z) =47 demostrar que gz + 1) — g(z) = 3g(z)




SOLUCIONES

1. fix) =f22° +1

Solucidn;

Para hallar el wal or correspondiente de lafuncidn f para cada valor particular dade ala
variable independiente x, se sustituye la x, en laférmula dada, por el valor numérico
asignade; v se efectian las operaciones indicadas:

F(=20 = 20-2% +1 = J2(4) +1 =[5 +1 =49,

f(-2)=3
FO) = 2007 + 1= 20 +1=0+1=41

HORS!

Fy = fot +1= 2+ 1=v2+1,

F=Af3

F{11/9) = 211797 +1 = [20121/81) + 1 = /242/81+ 1 = /323781,
f{llf?}=$

Fx -1 =202 - 0P 1= 204x" -2 A+ 1 =480 -8 1241
F2F -0 =482 -8 + 241
S - F(0) _N2x B 1= 1 2 + 2 i) +1-A20" 41

h P P
Sty = F(x) _ Af2x’ +dhx+ 207 +1 - 22" +1
P P |

2. fixy=x-5 glx)=x" -1

colucidn:
(F+e)x=FfE+gx =(x-5+(x" -T=x-5+x -1,
(f-g)m =f(X-gx) =(x-5 (" - =x-5-2"+],

(f e =fl0) g@=E-5x"-)=x -x-5"+5

(1)) = Fx) glx) = (= HIG -1);

(g/ A =g fx) = (& - DIz -3y,



r+1 1
. glx)=—
1 %

3. flx)=

.-
molucidn:
domyf = (—eo, 1w (1,00), domg = (—eo, 0w (0,00)
[(—e0, T30 (1,00) | [ (—e0,0) 1w (0,00} | = (—e0,0) L (0,130 (Lea) < R —{0,1}

x+1

xj+x+x—1_
-1 ’

2
X — X

1
+ =
X

(f+eglx)=Fn+glx=

2 —
(-9 = D -gy =T T

=1 -z

=1 x

- &)(x) = £(2) - glx) = [“1}{1}

x+1_1 x+1 x

(f/gix) = Jix)fglx)= F—=

x—l_x -1 1

x+1

1 1
(Eff)(x:'=g(x)ff(xj=—— =;><

r x-1

x—l_

x+1

4, f(x1=x-2 glx)=x+7

solucién:

(a)  (Foglix)=jlglx))=(x+T)-2=x+7-2
(fogixi=x+3 dam(fogi=

(b} (gefix) =glfx)=(x-2)+T=x-2+7,
lgofix)=x+5 domige ) =1

(c)  (FofMx) =) =x-2)-2=x-2-2
(Fofixi=x-4, domi{fo 1=

(d) fgegiixi=glgx))=(x+T)+T=x+T7+7
L dgeglx) =x+14 domigeg)=TR

5. fix)=x-5 glx)=x" -1



solucién:

(&) (Fogx)=sflglx)=(x"-0)-5=x"-1-5

S (Fegix) =x' -6 dom(feg) =R & (~w =),

(b)  (gef)x)=g(fx) =(x-5F -1=x"-10x+25-1,
S g fix =2 - 10x+ 24, domig e FI1 =

() FeoNx =S =) =(x-5-5=x-5-5

S Fefix) = x-10; dom(fe ) =R

() (gegix) =glgxy=(x" -1 -1=x"-22"+1-1,
: (gog)(x)=x" - 22" dom(gog) =R

B. f(x)=~/x-2; g(x)=2" -2

Solucidn:

Parahallar los dominios de las funciones compuestas, téngase en cuenta que "el dominto de
Fog esel conjunto de todos x que pertencen al damyg, tales que g(x) esta en el dowgy "

@ (Fegx) = fga) = ' -2 -2 =4x" -4
domg = (—m @), domf =[2,m) 2 -222& ¢ -420&x4-2 6§ x22,
=  dom(fog)=(-=,-2]u[2,=)
So (Fegix) =+x 4 dom(feg) = (—e=, —2]U[2,=).
() @)D =g =Vx-2 ~2=5-2-2=x-4
domyf =[2,2), domg =(~o, @) Jx-2e(-o, =) = xr2,
= domigef)=[2 =)
S (gefix) = x-4; domig e f) =[2,=).
©) o f)x) = FF) =r-2-2
domf =[2,0), domyf =[2,0): ~fx-222S x-224 S x 26,
= dom(fo f)=[6)
oo e fixy = Nx -2 -2 dom(fo £ =[6, =)
(d)  (gegix)=glglz))=(x"-2" -2=2"-4x* +4-2;
' (gogiizxy=x" —4x* + 2 dom(gog) = IR




7. F(x) = %, g(x) =7

Solucidn:
Para hallar 1os dominios de las funciones compuestas, téngase en cuenta que "el dominio de
Fegesel conjunto de todos x que pertencen al domg, tales que g(x) estaen el dowg’ "

1
(a)  (Feglix)=flg(x)= N

x
darng = [0, =), dawyf =R - {0} \E#D{l}x#[ﬂ/\xkﬂ,
= dom(feg)=(0,=)

(f o g)(x) =fx" —4; dom(fog) = (—=,~2][2,).
(b)  (gof)x) = g(fx) =\E

1
domf = (-0, 01 (0, @), domg =[0,=): — >0 x>0,
X

= domigoef)=(0, 0]

(g o f)ix) = \E; dowig o f) = (0,=).

1
© (e ND=FUE=g=x

s o f)E) = 1 dam(f o £) = (~,0) (0, @),
@ (gog)xn) =zl = = ¥x.
L (geglx) =4 domigog) =[0,).

8. f(x)=2x-3

Solucidn:

(a)  F(x*)=2x" -3 domf(x)=IR

(b}  [FOF =Q2x-3) =42 - 12x+ 9, domf [ (x)] =R

() (Fofix) = FlflxN =2(Cx-3-3=dx-6-3=4x-9 dom(f o /=R



9. Salucidn:

(a)

(b

(c)

(d)

(e}

oy

(2

(k)

42

g(xi="5c" -4

gl-x)=5-xy —4=5¢ -4

gl-x1=glx)=5c -4

Ag=x+1

Fl—my=(—xr +1=—1" +1= F(x): F no esura funcdn par
—fir=—(x'+1=—x —1= fi-x): f noesuna fancidn impar

fity=4t"+3° -2t
Fl-ti=a(—tY +3(Y - A= -3+ B =4 + 3 -2
Sl=ty=-J11):
en=1"1

re+l
(—ry -1 r'-1
(- +1 4l

r'-1

E-r)=

gl-ri=glr)=

r o+l
1 six=0
1 six <0

l s —x=10 1 zix =0 -1 sx=0
fi-xi= . = . = )
-1 & —-x <0 -1 six =0 1 zsix<0

Jl-x)=— 1)

h(x) = 43‘_: —°

T+

M) = 4(—35}3—5 _ 4x:\—5 =_4r: -5
-0 +i- - -x I+ x

h—x)=-h(x):

flzy=(z-1y

fi—zy=(—z - 10 =(z+1¥ = fiz): f noesuna funcidn par

-flzy=Hz —1}" = fi—-z3. F noesuna funcion impar

ﬂﬂ=£

=-Jjix)

= ~h(x)

| x|
¥ +1
|-x| | x|

g0 = (—x¥ +1 T+l

glx)=

|x]
 +1

g1 = glx)=
gl = -\I'r: -1
g1y = (-1 ~1 =i -1
g(-xy=glx)=x -1

£y =3fx
fny =3 =

Jl-x)= -1



10. Salucidn:

1 1-x
Fx) m:g(x:' .
1 1 1
f(glix}]'—l_x TSy T
+1] _
x x x
1 x+1-1 x
_ x+1_ x+1 _x+1_ X _
g(f(x) = —1 -2
x+1 x+1 x+1

Flglx) =glfx)=x

I v g son funciones imversas.

1. fixy=x*+2x+2
Solucidn:
Encuentre dos funciones g paralas cuales
(fogh(x)=x" —4x+5
Flelx) = (gl +2(g(x) +2 =2 -4z +5,
= (g +2gx - (2 -4x+3 =0,

242 AR -4x+3) 2+ a+4x’ —16x+12

= x) =

g(x) > >

2 At —16x+16 222z -dx+4 -

= X = = =-1+./(x—-20",

g(x) 5 > J{x =2
= gixn=-1x(x-2);
= ginn=-1+x-2 v glxi=-1-x+2,

Las funciones son ¥

12. Solucién:

gz)=4% (1)

gz +1) =471 ()

glz tl-glz)=3glz) (3)
sustituyvends (1) v (20 en (3), se obtiene:
47 g7 2347
A4-1=34"  {factorizands},
A (3=24% {reduciendo},
347 =347

U



