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Funciones 3
1. Funciones

1.1. Introduccién

El concepto de funcién es fundamental para cualquier curso de calculo diferencial e
integral. Se requiere el dominio de los conceptos basicos para poder interpretar los modelos
aplicados a las diferentes disciplinas.

Para resolver los problemas se debe encontrar la relacién entre las diferentes variables.

Ejemplo

El area de un cuadrado y la medida de un lado: Se sabe que el area de un cuadrado es la
segunda potencia de la medida del lado. Si se representa con x la medida del lado y con
y el drea entonces se cumple que

y=

y depende de . x: variable independiente
y: variable dependiente

Para cada ntimero real x > 0 encontramos otro valor y > 0. Esta relacién la podemos
representar por el par (z, y) = (v, z?).
Ejemplo
El volumen de un cono y su altura

Suponga que se tiene un depdsito cénico de 6 metros de altura y 2 metros de radio.

Se deposita agua e interesa saber cudl es el volumen que se tiene si se conoce el nivel
h del agua.

La cantidad de agua en m?

mr2h

3

IMiwel del
agua

esta dada por V =
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Se puede encontrar una relaciéon entre r y h usando semejanza de tridangulos.
2

2
= = entonces r = —
6 3

S

1
I
|
|
r I &
I
I
I
]

)
Ih
il

Podemos afirmar que la cantidad de agua es

V:Wh:z(ﬁ)QhJ_fﬁms

3 3\ 3 27
Entonces la cantidad de agua (volumen) se puede expresar por

wh3

V=57

con 0 < h <6.

Observe que la cantidad de agua (volumen) depende unicamente de h.

1.2. Definicion

Una funcién de variable real establece una relacién entre todos los elementos de un
conjunto A de nimeros reales, llamado dominio, y los elementos del conjunto B de ntime-

ros reales llamado codominio. Todo elemento de A estd asociado a un unico elemento de
B.

Se denota
f:A—B

Si z € A estd asociado con y € B se dice que "x es la preimagen de y” o "y es la
imagen de z”, y se denota y = f(z)

1.3. Ejemplos

l. f:Z—7Z f(x)=2x

Si se quiere calcular la imagen de —3; entonces f(—3) = 2(—3) = —6.
—6 es la imagen de —3 6 —3 es la preimagen de —6
Dominio:Z Codominio: Z
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2.

1.4.

fZ—R
f(@) = /]

La imagen de —4 es f(—4) = /| — 4] =V4 =2
—4 es la preimagen de 2 6 2 es la imagen de —4 Note que f(4) = \/|4| =2
Entonces 2 es la imagen de —4 y 4.

El dominio es Z y el codominio es R

fR={1} >R
241
flay =1
2?2 +1

no estd definida si = 1.

La expresion

El dominio es R — {1} y el codominio R.
La imagen de 2 es 5. Interesa saber si 5 es iinicamente la imagen de 2, para esto se
resuelve la ecuacion

=5= 2*+1=5(z—1)
> —5x+6=0

Por inspeccion se obtiene que x = 2 y & = 3 son soluciones de la ecuacién. Entonces
las preimédgenes de 5 son 2 y 3.

Funcion constante

Sea ¢ € R. La funcién constante es
f:R—R f(z)=c

Todo ntimero real tiene imagen c.

1.5.

Funcion identidad

Se llama funcién identidad a
f:R—-R flzx)==z

También se puede expresar y = x.
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1.6. Ejercicios

I) Determine en cada caso si la correspondencia de pares ordenados (x, y) corresponde
a una funcion. Explique.

1) {(0,-3),(1,=3), (2, =3), (4, =3)}
2) {(=1,5),(1,7),(=7,1), (5, =1)}
3) {(4,3),(3,4),(=6,8), (8, =6)}
4) {(V3,7), (= f2)( 1)}

I1) Para la funcién definida por g : R — R, g(x) = —2 2% + 1 encuentre g(—2); g(—5);

9(8); 9(V3).
D) Sih:[l,00[— R, h(x) =+/x —1 halle h(5); h (Z); h(v/3).
3
. Es posible calcular h (4_1) ? Explique.

IV) Seag: R —R, g(z) =222 —x+3
Encuentre: g(v/2 4 1); g(a); g(2a); gla +1); gz + h)

V) Determine en cada caso si se define una funcién. Si no es funcién explique por qué?

1)f:Z—>Z f(x):\/E
2) [ Z—-7Z flz) =2
3) f:Z—N fla) =a?

R _r+3
4) f:R-R fla) =2

r—1
5 f:R—{-2,-3} =R f(ﬂf):m
VI) Encuentre y simplifique la expresién f(2+hf)L_ /@) para cada funcion.
a) f(z) =5
b) flz) =7 +3
¢) flx) =32 —x—14
4x—1

4) fa) =
e) f(x)=+b—-2x
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VII) Encuentre y simplifique la expresién

1.7.

flz+h) - fx)

para cada funcién.

h
0) fla) =1+ V3
) fla) =3+
¢) fla)=—a+2+2
D) @)=
) f(x) = V527

Ambito de una funcién

Sea f : A — B. Se sabe que todo elemento de A es una preimagen, sin embar-
go puede darse que solo algunos elementos de B sean imagenes. El conjunto de todos los

elementos de B que son imagen de al menos un elemento de A se llama ambito de la
funcién; y lo representamos por f(A).

1.7.1.

1.

f(A)={ye B/y= f(z) Nz e A}

Ejemplos

Considere la funcién f : Z — Z, con f(x) = 2.
El ambito es
F(Z) ={..,—4,-2,0,2,4,6, ...}

Para la func1on f:7Z — R con f(z) =+/|z| se cumple que

flx) = ) pues \/\? V| =zl Entonces el ambito es
{0,1, f f Va5,

. Sea g: R — R con g(z) = |z —2|.

Si z € R entonces (r —2) € Ry |z — 2| > 0; por tanto g(z) > 0. Ademas si y > 0
entonces y = |y+2—2| = g(y+2) y y es la imagen de y+ 2 por tanto f(R) = [0, oo]

Para la funcién g : R — R, g(z) = |z| — 2.
Se tiene que x € R entonces |z| > 0. Sumando —2 en la inecuacién |z| > 0 tenemos
que

|| —2> -2
g(z) = -2
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1.7.2.

D

I1)

Por tanto g(R) C [-2, 00|

También si, y € [—2, co] entonces
y>-2=>y+2>0=|y+2/=y+2
Entonces
gly+2)=ly+2l-2=y+2-2=y
por tanto y € g(R)

Entonces
[—2, o0[C g(R)
Se concluye que el ambito es

. Sea la funcién definida por f:[—5,7] — R con f(x) = -3z + 2.

Six € [—5,7] entonces
=5 < <T ©(=3)(=5) = (=3)(x) = (=3)(7)

& 15> -3x > -21
S15+2>3x+2>-21+2
S 17> -32z+2>-19
& -19< 32 +2L17
& —19 < f(x) <17

El 4mbito es [—19, 17]

Ejercicios

Encuentre el d&mbito de las siguientes funciones

1) f:R—=R flz)=2?+1
2) g:R—R g(z) = (z+1)?
3) f:R—=R flz) =8 — |z —2|
4) g:[-2,4 —R g(x) =3z +5
5) f:[-2,4 — R flz)=-3z+5
6) g: N—7Z g(z)=2*+5
Determine en cada caso si las funciones tienen el mismo ambito.
f:R—=R g:R—R
1) 2 2
flx)=—x g9(x) = (—x)
2) f:Z—-R g:R—R
fla)=x+1 glx) =z +1
3) fR—R g:-R—-R
fla) = Va? 9(x) = |z|
2) Rt >R g: R —R

flx)=22*+3 g(x)=22*+3
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1.8. Dominio maximo real de una funcion

Para la funcién f : Dy — R definida por la expresién f(z); se dice que Dy es el
méximo dominio real si para todo ¢ € R tal que f(c¢) es un nimero real se cumple que
ceD f

Por ejemplo, la expresiéon f(z) = . estd bien definida para todo real excepto para
I’ —_
x = 1, entonces el maximo dominio real es Dy =R — {1} 0o Dy =] — 00, 1[U]1, 00|.
En otro caso; si g(z) = v/2 — x entonces se requiere que 2 —x > 0, es decir, z <2y
DQ :] — 00, 2]

El méximo dominio real es el mayor subconjunto de R en el que la expresién f(x)
estd definida.
Se deben de considerar los siguientes casos:

1. Dada la expresién algebraica P(x) si n es un entero par, la expresién {/P(zx) solo
estd definida en R si P(x) > 0.

P
2. La expresién % estd definida en R si Q(x) # 0.

En algunos casos deben considerarse los dos anteriores para una misma funcion.

1.8.1. Ejemplos

1. Si f(z) = v —9 entonces se requiere que x — 9 > 0 y el dominio méximo es
Df = [9, OO[
) r? + 23 . 9 2
2. Si f(xr) = —————— se necesita que * — 62+ 8 # 0. Al resolver 2° — 62 +8 =0
2?2 —6x+8

tenemos © =2 6 x =4 y el dominio maximo es Dy = R — {2,4}.

x?—4

Vi1

4. Hallar el dominio maximo en el que se puede definir la funcién
flz) = _ve+10

25— 1

El dominio maximo de la funcién es el conjunto de ntimeros reales que cumplen:

3. Para g(z) =

la condicién necesaria es > 1 y el dominio es D, =]1, co].

i) 24+10>0
i) 5—2>0

i) 2—v5—2#0
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Entonces
z+10>0 =x>-10

5—z>0 =5>2r=z2<5
2—Vh—2#0 =>Vhb—ax#2=5b—x#d=>a#1
Se tienen tres condiciones
z > —10
r<5H

x#1

y el dominio maximo es
D =[-10,1[U]1, 5]

5. Si h(z) = V222 + x — 21 se requiere 222 +x — 21 > 0,
esto es (224 7)(x —3) > 0.
El conjunto solucién de estd inecuacion es el dominio de la funcién.

1.8.2. Ejercicios

Determine el maximo dominio real en el que se puede definir una funciéon f mediante.

1) f(z) = V=22 =730 11) fa) = —<"”(ﬁ>;; !
2) f(z) = /1622 — 24z + 25 12) f(r) = - iﬂ
3) f(x) = 1166;2__ 2244;:295 13) g(z) = f gi%
1) f(2) = A+ ] 14) hlz) = V3 +2
5) f(z) = /4~ a] 15) f(a) = —o2 1
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(27— 9)
1 1
7) f(x)zl_—m ) @) = s =3
18) f(z)=+/|lr —1]+3
g s T ) J@) = e~ 1]
r+4
2—zx
10) f(z) =vI—z+7/I+z 20) M) = o o 1)

1.9. Grafico de una funcién

Sean ACR, BCRylafunciéon f: A — B

El grafico de
f:A—B

Es el conjunto Gy = {(z, y) € R* / y = f(x) para algin z € A}
1.10. Grafica de una funcion
Para la funcion f : A — B, se llama grafica de la funcién al dibujo que se construye

en un plano cartesiano asociando un punto (x,y) de ese dibujo con un valor z del dominio
y la imagen correspondiente y = f(x)

Ejemplo Y su grafica
f:{_170a273}_)R S e .
flz) =2
.
El gréafico es v E—— .

{(_17 _2>’ (0’2)7 (274)7 (376)}
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1.11. Funcion inyectiva

Una funcién f: A — B es inyectiva si cualquier elemento del &mbito f(A) es imagen
de una tnica preimagen de A. Esto significa que si v € f(A), entonces solo hay una tinica
preimagen u € A que satisface f(u) = v.

Otra forma de definir la funcién inyectiva es:
x1 €A 9 €A, 11 # 19 = f(x1) # f(2).

Preimégenes diferentes tienen iméagenes diferentes.

Por lo tanto, para determinar si una funcién es inyectiva debe considerarse cuales son
los niimeros reales que constituyen el dominio.

Ejemplos

1. En la funcién f:Z — R con f(x) = \/|z|;
Se cumple que f(—2) = f(2) = /2y en general f(z) = f(—x); por tanto la funcién
no es inyectiva.

2. La funcién f : Z — Z con f(x) = 2x ; si es inyectiva .
Note que si ¥y € Z,xg € 2,11 # 19 = 211 # 219 = f(21) # f(22).

3. La expresién f(x) en si no determina si la funcién es inyectiva.
Observe que f : R — R con f(x) = 2+ 1 no es inyectiva, mientras que g : R™ — R
con g(z) = 2%+ 1 silo es.

1.12. Funcién sobreyectiva

La funcién f : A — B es sobreyectiva si todo elemento del codominio B es imagen de
al menos un elemento del dominio A.

Entonces

f A — B es sobreyectiva sif(A) = B

El dmbito es igual al codominio.
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Ejemplo

La funcién f : R — R con f(x) = 2* + 1 no es sobreyectiva .
Si 2 € R entonces 22 + 1 > 1 y el dmbito es [1, 0o].
Los niimeros reales que pertenecen a | — 0o, 1] no tienen preimagen.
Sin embargo la funcion

g:R —[1,00[ con g(x) =2? +1

si es sobreyectiva.

1.13. Funcioén biyectiva

La funciéon f : A — B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva. Cumple dos condi-
ciones:

1. Siz € A, 29 € A, 21 # x5 entonces f(z1) # f(xg).
2. f(A)=B

1.13.1. Ejemplos

f:R—=R f(z) =2x+ 1 es biyectiva.

g : [0,00[— [1,00] con g(x) = 2% + 1 es biyectiva.

)
)

3) h:[0,00[— R con g(x) = x? + 1 es inyectiva pero no sobreyectiva.

4) j:R — [1,00[ con g(x) = 22 + 1 no es inyectiva, pero si es sobreyectiva.
)

5) La funcién h : R — B con h(z) = 4+|z| no es inyectiva. Es sobreyectiva inicamente
si B = [4, 0.

6) La funcién g : A — R con g(z) =5 + |z — 2| es inyectiva unicamente si A C [2, 00|
osi AC]—00,2]

1.13.2. Ejercicios

I) Para cada funcién, determine si la funcién es inyectiva, sobreyectiva, biyectiva.

1) f:R—>R 3)f¢R—{0}—>R
fa) = o7 fla) =+
2) £+ [0, 0] [0, 00 HIR-R
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IT) Indique en que conjunto A se puede definir cada funcién para que sea inyectiva.

D fiA= {1} f@) —a+3
2) f:A—R flz) =6 —]z—2
3) g: A= [-18  g(x) =Vx

III) Indique el conjunto B para que la funcién sea sobreyectiva.
1

1) f:R— B J@) ==
2) g:R— B g(r) =3—2x—1]
3) g:R— {4} - B _ 44—
) 9 {4} g(:p)_|$_4’

1.14. La funcién compuesta(composicién de funciones)

Supdngase que se tienen dos funciones
g:A— B

f:B—=C

tal que f(g(x)) estd definida.

La funcién compuesta de f y g se denota por (fog) y se define por

(fog)(x) = flg(x))

e 2 g@) L sto))

foyg
x fg(x))
Ejemplos
1) f:R—R g:R—R
flz) =3z -1 g(x) =22 -1
Entonces

(fog)(4) = f(g(4)) = f(7) = 20.

(fog)(4) =20

(fog)(z) = flg(z)) = fF2ex —1) =322z —-1)—1=06x—4
(fog)(z) =6z —4

El dominio de fog es R
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2)f:R—{11}—>R g:R—{0} = R—{1}
f(x):x—l glx)=2x+1
<fog><x>=f1<g<x)> fRr+1) ==
(fog)w) = 5-

El dominio de fog es R — {0}

1.14.1. Ejercicios

1) Sean las funciones de dominio R definidas por f(z) =222 — 1
g(x) =3x+ 2.
Determine las funciones (fog)(z) y (go f)(z).
Indique el dominio de cada una de ellas.

2) Para la funcién h(x) encuentre funciones f(x) y g(x) tal que

(fog)(z) = h(z)

a) h(z) =+vr—3
b) h(z) =z —3
¢) h(z) =2z +1)°

1

ﬁ

1.14.2. Ejercicios resueltos

1) Considere la funcién f: R — R definida por f(x +1) =22* — 2 — 6.

Calcule: f(3); f(2a); f(z+ h).

Solucién

Primero calculamos f(z).

flx)=flz—1+1)=2(z—1)*—(z—1)—6=22"—-4o+2—2+1-6=22>—-5x —3.
)=22>—-52x—-3=(2x+1)(z —3)
)=(2-3)+DHB=3)=0.

(22a)+1)(2a—3)=(4a+1)(2a—3).

f(z
f(3
f(2a) =

flx+h)=2x+h)+1)(x+h—-3)=2x+2h+1)(x+h—3).
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2)

i_ .3
o . xt—x
Encuentre el dominio maximo de la funcién g(x) = T 9.
-2z

Solucién
. ) ) 1-22=0
En el dominio no estédn aquellos nimeros reales que cumplan con TR

r —r <

1
° Condiciénl:1—2x=0(:)1:2x(:>x:§

e Condicién 2: 2t —2? < 0 & 2?(2? —2) <0< (2 —2) <0<z €]0,1]

1
Luego como 3 €]0,1[ el dominio es D, = R—]0, 1|

Determine los puntos de interseccion (si existen) de las funciones:
fi1=220 =R f(z) = (z - 1)(x—-2)
g:[-2,2] >R g(x)=—-22>+6x+ 14

Solucion

La interseccién estd dada para aquellos nimeros reales z tal f(z) = g(x) en el dominio

de las funciones
Entonces

16

(x—1)(z—2)=-22+6x+14 2 -30+2=-222+6r+14& 32> -9z —
2=0&3*-32-4)=0& 2*-3z—-4)=0& (2—-4@+1) =0«

(x—4)=0<zx=4
(x4+1)=0x=-1

Note que x = 4, no pertenece al dominio de las funciones, por lo que el tinico punto

de interseccién es (—1, f(—1)) = (-1, g(—1)) = (—1,6).

Encuentre el dominio maximo de la funcién definida por h(z) = /4 — |22 — 5|.

Solucién

Como el indice de la raiz es par se debe cumplir que 4 — |2* — 5| > 0

Entonces

4—1]z2 =5 >0 4> |22 —5| & |22 — 5| <4 que equivale a —4 < 2? —5 <4
Se analizan dos casos.

Caso 1: —4 < z?2 -5

—4<2?-5&0<r?-1 Soly =z €] — oo, —1] U [1,00]
Caso 2:0%2 —5 < —4

2 —-5<4s22-9<0 Soly = x € [-3,3]
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Luego la solucién general es Sol; N Sols, donde coinciden las barras.

F 3
¥

SOlGeneral E S [—3, —1] U [1, 3]
Dh = [_3a _1] U [173]

-3 -1 1 3
— — 4 2
5) Calcule W si f(x) = . f_ 5
Solucién
4(— 2
Calculando primero f(—3) = _(3 ?5 = % =18 f(—=3)=18
fa) - f(=3)
x+3
422 18 42% — 182 — 90
r+5 r+5 _42*—182—-90  2(z+3)(2x—15)  2(2z — 15)
r+3 r+3 (45 +3)  (z+5)(+3)  z+5
x# =3
fl@) = f(=3) 22z -15)
r+3 T+
TT+ 2

6) Determine el dominio maximo de la funcién definida por f(z) =

(22— 74— 16

Solucion

Para el caso de esta funcion, se encuentra definida en todos los niimeros reales salvo
en aquellos que anulen el denominador, por lo que se resuelve (22 — 7)* — 16 = 0

(TP =16=0=(>-T1=16=@>-T2=4=(2-T2—-4=0 =
(22— T+2)(22-7-2)=0

(m2—5)(x2—9)20(:){ E )

?-5=0=22=5=|z|
??—9=0=2=9=z|=3=2x

Dom; =R —{-3,—/5,/5,3}
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7) Dadas las funciones de dominio R definidas por

h(z) =2*+5, f(z) =2 —1,9(x) = g +1 Calcule (ho(go f))(z)

Solucion

(ho(go f))(xz) = h(g(f(x))), por lo que para iniciar se calcula g(f(x)).
(1)

g(f@) =+,

(x—1) [z —1) 2o (41 . 2 a1
h( L) = [ 5= () 4= 0

Sol :ho(go f)(z) = }1(12 + 2z +21)

1.15. Ejercicios
f(=2+h) - f(2)

1) Calcule si
h
-3z 2
I =00 A T |
b) fr) =5 ot conaiy D) (@) = (=2

2) Encuentre el dominio maximo de la funcién

a) g(z) = /5- Bz —2]

3vVr—1—+1 -2z

b) f(z) = ——
) flz) = |x29__6—§+5|

3) Calcule (fog)(z) si

a) fRx)=4z+1 yglx—1)=a2a?

b) f(z)=—-22*+2-5 yglr+2)=-3z+5
2
) (fog)@)si @) = —3 yglo—1) =~

_3 _
Ty
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4) Calcule (fog)(7) si fy g son funciones que cumplen f(10) +6 =0y g(7) — 10 = 0.

-3
5) Encuentre a y bsi h: [a,8] — [b,16] con h(z) = Tx + 7 es biyectiva.

6) Analice las siguientes graficas y determine cuéles son funciones.
Para aquellas que sean funciones, indique el dominio y el ambito.

r

¥

a) N I .

Y

——

—_

— —

by —————————
L
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7) De acuerdo con la gréifica de y = f(z), complete.

El dominio de la funcidn es:

20

El 4mbito de la funcién es:

La imagen de 4 es:

La preimagen de 0 es:

Si z € [0, 3] entonces f(x) €:

Si z € [3,6] entonces f(x) €:

Si f(z) € [2,4] entonces x €:
Si f(z) € [—1,4] entonces x €:
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2. Funcion Lineal

2.1. Definicién

Sean m, b nimeros reales. La funciéon f : R — R con f(z) = maz + b se llama
funcién lineal.

Ejemplos
1) f:R—=R flz) =42 +8 m=4,b=38
1) f:R—=R f(x):%lx m:%l,bzo
1) f:R—>R f(a:'):% m:(),b:%

2.2. Grafica de una funcién lineal

La grafica de una funcién lineal es una recta. Es el conjunto de todos los puntos (x,y)
cony =max + b, esto es (x,y) = (r,mx +b)

Ejemplo
f:R—R flx)=32x—1
y=3x—1

Algunos valores de la funcién se presentan en la tabla

&
L 4
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Sin embargo, para representar graficamente es suficiente analizar dos puntos.

De manera més formal el grafico de la funcién lineal es

Gy ={(z, mz+0b) e R*/z € R}
En el ejemplo anterior Gy = {(z, 3z — 1) € R?*/z € R}

2.3. La pendiente de una recta

Cuando se conocen dos puntos de una recta (x1,41) v (T2,y2) con x1 # 2, y1 = f(x1),
y2 = f(z2) se cumple

mL=mxi+b=y1—mry;=b yv yYyo=mro+b=y—maxy=2>

De lo anterior se tiene que

Y1 —MmTy = Y2 —MITy
mIo —MIT1 =Y2 — Y1
m(xy — 1) = Y2 — %

Y2 — U1
m =
To — 1

¥z

¥1

/ B

m es una constante para cualquier par de puntos distintos (z1, y1) y (22, y2) m se
llama pendiente de la recta.
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L Qué representa m?

Considere la recta de ecuacion y = 5x + 1. La pendiente de la recta es m = 5.
Algunos valores de (z,y) se representan en la tabla

Los valores de x aumentan 1 unidad

X -2 -1 0 1 2 3

y 9 |4 1 6 11 | 16

Los valores de y aumentan 5 unidades
el incremento en x es Ax =1
el incremento en y es Ay =5

En general:

por cada unidad de incremento en la variable x,
la variable y aumenta m

Simbdlicamente

2.4. Rectas paralelas

Dos rectas 01 : y=mqx+ by
by y=mox + by

Son paralelas si tienen igual pendiente

(1 y U5 paralelas si my; = meo




Funciones

24

Como ¢, y /5 tienen igual pendiente entonces las rectas no se intersecan, es decir, son

paralelas.

Ejemplo
i y=4x—-3 yv Ll y=4x+1

Son rectas paralelas

S L 0.3 1

2.5. Rectas perpendiculares

Dos rectas 01 : y=mqx+ by
by y=mox + by

Son perpendiculares si tienen m; - mo = —1. Se escribe {1 L /5

€1L€2 si m1~m2:—1
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-

Ejemplo
-2
flzy:?x—l—G y Egzyzéx—7
Son rectas perpendiculares

15

in

2.5.1. Ejemplos resueltos
3 27
1) Sea ¢ la recta que pasa por los puntos A = (10, —2), B = T
a) Determine la ecuacién de la recta /.

11
b) Determine la ecuacién de la recta ¢5 que pasa por D = (2, 7) y es perpendicular

al.
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Solucién

a) Determine la ecuacién de la recta /.
Calculamos primero la pendiente.

27 i 37
— 3 3 —4
m = 270 _ 5 -5 __ —, luego calculamos la interseccion,
To — T § ~10 =37 5
4 4

b=y—muz.
—4
b=-2— (? . 10) = 6, luego escribiendo la ecuacion de la recta es y = mx + b,
—4

obtenemos, ¢ : y = = x+6
. ., 11 .
b) Determine la ecuacién de la recta ¢, que pasa por D = | 2, 5 ) yes perpendicular
al.
—4 5
Como /5 perpendicular a ¢, la pendiente de £5 serd m = —, pues =1 —1, luego
11 5
calculamos la intersecciéon b =y —mz, b = CHE (Z . 2) = 3 luego escribiendo la
ecuaciéon de la recta en su forma canénica ya = m x + b obtenemos ¢5 : y = — x+ 3.

4

10 2
2) Sean A = <§, 6) y B = (E’ —6). Encuentre las ecuaciones de las rectas perpendi-
culares ¢1 y /5 si se intersecan en A y {5 pasa por B.
Solucién

Notese que la recta f5 pasa por los puntos A y B, por lo que su pendiente sera:

 —6-6 —12 15 15
M= 10 =16 40 M™T g
15 3 5
15 2 1 -13 —13
0 (4) (15) 0 2 2 2
. 15 13
Por lo que la ecuacion de la recta 5 es y = vy xr— 5 luego como ¢; L {5, el producto
. 4
de sus pendientes es —1, entonces m; = 5
—4 10 8 62
C l A, ent b=6—|—)(—=)=64+=-=—.
omo /1 pasa por A, entonces (15) ( 3 ) + 5= 5
. —4 62
Por lo que la ecuacion de la recta {1 es y = — x + —

15 9
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3) Determine el valor de k para que las rectas ¢; y {5 sean paralelas si £, : y = 20k*z +
kx—b5x+k—1 {y: y=—-15k*2+9kos —22 —k+1

Solucién
O:y=20kz+krx—>bx+k—1=(20k>+k—5)z+ (k—1)
ly:y=—-15K2+9kx —22x—k+1=(-15k*+9k2)x — (k+ 1)
Para que las rectas sean paralelas, sus pendientes deben de ser iguales.

20k*+k—5=—-15k*+9k—-2=35k*-8k—-3=0= 5k+1)(Tk—-3)=0

(5k+1)=0
‘:*{ (Th—3) =0

5k;+1:0:>k;:?,7k:—3:0:>k;:?

— 3
Por lo que si k = = V k= 7 las pendientes de las rectas serd iguales y las rectas
seran paralelas.
4) Grafique la recta de ecuaciéon y = 2x — 3 y la recta de ecuacién y = _7 x4+ 2
=2xr—3 —1
Yy y=—2z+2
2
X -1 10 X 2 10

y -5 -3 y 3 2
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3. Funcion Cuadratica

3.1. Definicidn:

Se llama funcion cuadratica a la funcién

fR—=R con f(z) =az?+bx+c
donde a, b, ¢ representan nimeros reales y a # 0 .

Ejemplos
o f:R—R, flx)=22*+3x —27
o f:R—R, flx)=—-3z*>+4

—1
e f:R—R, f(x):7$2+3x

Otra forma de expresar la funcion cuadratica

La expresion y = a 2% + bz + ¢ también se puede expresar en la forma

. x—l—i 2_ > —4dac
y= 2a 4da

Algunas caracteristicas de la funcién cuadratica se pueden estudiar méas facilmente
usando esta expresion.

3.2. Grafica de una funcidén cuadratica

La grafica de una funcién cuadratica se llama parabola. Es el conjunto de puntos del
plano (z,y) donde y = ax® + bx + c.

Para representar la funcién cuadratica se tienen que considerar las siguientes carac-
teristicas de la parabola:

1) Concavidad. Una manera sencilla de referirnos a la concavidad es hacia donde
“abre”la parabola.

e Hacia arribasia > 0

_ /
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e Hacia abajosia <0

2) Vértice Es el punto extremo de la grafica. Puede decirse que es el punto mas alto
o mas bajo de la grafica.

/ = it

v /

]

b\ 2
Note que el signo de la expresion a (x + 2—) depende tinicamente del signo de a.

a
Asf:

b\ 2
oa<0:>a(x+—) <0
2a

. x—i—i 2_ > —4dac - b2 —4dac
2a 4a 4a

b 2
oa>0$a(x—|——) >0
2a

. x+i 2_ > —4dac . b> —4dac
2a 4a 4a

Las coordenadas del vértice estan dadas por el punto

V —_b7 - +4ac
2a 4a
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Ademas si la pardbola es céncava hacia arriba (a > 0) el vértice es un punto minimo
de esta curva, mientras que si la pardbola es céncava hacia abajo (a < 0) el vértice
es un punto maximo.

Se llama discriminante de la ecuacién az? +bx + ¢ = 0 a la expresién b*> —4acy
se representa por A, asi A = b?> — 4ac por tanto el vértice estd dado por el punto

—b —A
V= (2—4—)

En resumen

a < 0 | concava hacia abajo -b —A .
V = | —,—— ] es un punto maximo
a

a > 0 | concava hacia arriba -b —A ..
2a da es un punto minimo
a

Ejemplo
El vértice de la parabola que corresponde a la funcién
f:R—=R, f(z) =22? 4+ 32 — 27 estd dado por
V— -3 —(3-4-2--27)\ (-3 -225
\2-2 4.2 47 8
Como la pardbola es céncava hacia arriba pues a = 2 > 0 entonces el punto
-3 —225 . .
V = 7§ es un punto minimo de la parabola.
Ejemplo
El vértice de la parabola que corresponde a la funcién
-1
f:R—-R, f(x) = sz + 3z estd dado por

-1
—(32_4. _—.
N AT,
V = 1 s _1 = 37 5
= 4. —
(7)1
[ . . . — 9
La parabola es céncava hacia abajo pues a = > < 0 entonces el punto V = <3, —>

es un punto maximo de la parabola.
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3) Eje de simetria

Si se calcula la imagen de 2_— + t se tiene
a

f _—b+t =a _—b+t 2—|—b _—b+t +c=
2a N 2a 2a -

[ /—b\? b b
— 2 — ) -t +2| +b| —+t =
‘ (2) + (2) Ll (2a+>+c
- , )
a _—b +2 +al2 _—b “tl +b _—b +bt+c=
a 2a 2a
- , -
a (_—b) +t2| —b t+b(_—b)+bt+c:
a a
- 9 -
a (_—b) +t?| +0 t+b(_—b)—bt+c:
a a
- 9 -
a (_—2) +Tt+t2 +b(_—2)—bt—|—c:
: b 2+2 —b (—t) + (—t)*| +0b _—b—t +c=
@ a 2a 2a €=

- 2 —b —b

—b —b
Se puede verificar que f (% + t) =f (_a — t)

Esto se puede interpretar como que aquellas preimégenes que equidistan de 2_—
tienen igual imagen, esto es

GG

Se dice entonces que la recta r = 2_— es un eje que divide a la parabola en dos
a

Si entonces f(z1) = f(x2)

partes simétricas.

—b
Eje de simetria x = —
2a
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Ejemplo
Considere la funcién cuadratica f: R — R, flx)=—2*4+62—5
. -6 —(6>—4--1--5 ) ) ,
El vértice V = 5 T 1 . = (3,4) y el eje de simetria es

T = 3.

Los ntimeros reales 2.5 y 3.5 equidistan de x = 3. Si se calculan las imédgenes de
x=2.5ydex=3.5se tiene

F(2.5)=—2.524+6-2.5—5=—-6.25+15—-5=3.75 f(2.5) =3.75
f(3.5)=—-35246-3.5-5=—-12.254+21—-5=3.75 f(3.5) =3.75

Se cumple que  f(2.5) = f(3.5)

En la siguiente tabla se puede apreciar que aquellas preimagenes que
equidistan de 3 tienen igual imagen.

X -3 0 2 2.5 |3 3.5 |4 6 9

y=—-a?+6x-5[-32 |-5 3 3.75 | 4 3.75 |3 -5 -32

Interseccion con el eje Y

El punto de interseccién de la grafica de una funcién con el eje Y es (0,y).
Dado que f(0) = ¢ entonces el punto de interseccién es 0, ¢

La pardbola corta al eje Y en (0, ¢)

Ejemplos
e La pardbola de ecuacién y = 2 2%+ 3z — 27 corta al eje Y en el punto (0, —27).
e La pardbola de ecuacién y = —3 2% + 4 corta al eje Y en el punto (0, 4).
-1
e La pardbola de ecuacién y = - 2 + 3z corta al eje Y en el punto (0,0).

e La pardbola de ecuacién y = —z? + 6z — 5 corta al eje Y en el punto (0, —5).
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5) Interseccién con el eje X

La grafica de una funcién interseca al eje X en un punto donde y = 0 por tanto hay
que resolver la ecuacién
ar’+br+c=0

Esta ecuacién es de grado 2 y puede tener en los nimeros reales 2 soluciones, 1
solucién o ninguna solucién.

b\? (V-4
Las ecuaciones a x> +bx+c=0ya (x + 2—) — (4_&0) = 0 son equivalentes,
a a

2a 4 g2

b 2
ecuacion (x + —) =
2a

2 2
—4
por lo tanto <x + i) (u) Como A = b? —4ac. Se debe resolver la

A
—— cuya soluciéon depende de A.
4 a?

a) Si A < 0 entonces la ecuacién no tiene solucién y la pardbola no corta al eje X.

b\’ ~b
b) Si A = 0 hay que resolver <x + 2—) = (0 y la tnica solucién es z = %a
a a

Por tanto el punto de interseccion es (2_—, 0) que también es el vértice de la
a

parabola.

b)2 A —b—VA

c) Si A > 0 la ecuacién (x + — | = — tiene 2 soluciones z; =

20)  4a? 2a
—b+ VA
a

Y Ty = . Entonces la pardbola corta al eje X en dos puntos (x1,0) y

(x2,0).

A <0 no corta al eje X

A:
2a

A>0 —b— VA —b A
corta al eje X en <—\/_, 0) y en <+—\/_, 0

—b
corta al eje X en (—, O)

2a
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Ejemplos
Funcién cuadratica ecuacion A intersecciones
con el eje X
fl)==-322+22+2 | —922+6x—5=0 | -144 | no hay
flr)=422+6x+9 422 +122+9=0 |0 V- —_30
==
flx)=222+32—-27 |222+30—-27T=0 | 225 (770>y(3’0)

6) Ambito de una funcién cuadritica

Como se analizd antes el vértice es un punto maximo o minimo segin la parabola
sea concava hacia arriba o hacia abajo. Por esto cualquier imagen se compara con

—A -b —A
—— que es el valor de la ordenadaen V= | —, —
4a 2a” 4a
Entonces
Concavidad | Vértice Ambito
a < 0 | hacia abajo —-b —A A —-A
V=(— — Rly< — % = |—00, —
(2@’4@ y e /y_4a "4da
maximo
a >0 | hacia arriba —b —A —A [—A
V=(—— Riy> —p=|—
(2@’4(1) {ye /y_4a} _4a’oo{
minimo
Ejemplos
Funcion cuadratica Vértice Ambito
flz) = 222 +3x —27 -3 =225 225 —225
V=(—,—— Rly> — % = | ——
VR y €R/y 2 T
f(x):_—lx2+3$ V = 39 y eRiy< - = —oo9
2 "2 2 "2
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3.3. Analisis de la funcién cuadratica a partir de la grafica

I _A
Ambito: {—, oo[
4a
@>0 Creciente: -0 00
\ —b / ]2a’
~ 2a R _b
o Yce i 2 Decreciente: } —00, — [
| 2a
A Lo
4a V: punto minimo.
flz) > 0siz €] —o0,x1[ Ulxg, 00|
(x) < 0six €lxy,xs|

f(x)
f(z)=0siz € {x, 22}

’, _A
t Ambito: [—oo, — [
4a
. —b
AL Creciente: | —oo, %4
a<0 4a |
/! _
F ! i Decreciente: } —, 00 [
2a V: punto maximo.
f(z) > 0siz €]ry, xqf

(x) <0 siz €] — 00,21 U |22, 00]

f(x)
f(x)=0siz e {x,xo}

3.3.1. Ejemplos

1) Sea f:R — R con f(z)=—4(z—1)*+9
a) Determine el &mbito de la funcién f(x).
b) Indique el conjunto donde la funcién es creciente.
c) Usando intervalos exprese el conjunto S = {x € R/ f(x) < 0}

Solucion

a) Determine el ambito de la funcién f(x).

flx)=9—4(x—1)*=3—-2(x—-1)3+2(x—1))=(-2z+5)(2z + 1), por

lo que
f(x) = —42% + 8x + 5. La gréfica es una pardbola céncava hacia abajo.
Hay que obtener el vértice:
—b -8
G v Y ey y=f(1)

El vértice es V = (1,9) y el ambito es Ambs =] — 00, 9]
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b) Indique el conjunto donde la funcién es creciente.

36

Al ser la pardbola céncava hacia abajo y tener vértice en V = (1,9), la funcién

serd creciente en | — 0o, 1].

c¢) Usando intervalos exprese el conjunto S = {x € R/ f(x) < 0}
—1 D
0 2
) y 9

La parabola es concava hacia abajo y corta el eje X en 5

loquef(m)g():xe}—oo,%l} U}g,oo} ySz}—OO,_?l] U}g,OO}

0) por

Sea f:R—Rcon f(z)=2*+bx+c y [(:y=>5z—3]larecta que pasa por

los puntos (—1, f(—1)) vy (2, f(2)). Encuentre el &mbito de f(z).

Hallando la funcién f(z).

y(—1) = 5(—1) =3 = =8, y(2) = 5(2) — 3 = 7 entonces los puntos (—1,—8) y

(2,7) € ¢, se deduce que
f(=1)==8, f2)=7T=f(-1)=1—-b+c=-8, f(2)=4+2b+c=7
Resolviendo el sistema de ecuaciones:
1—-b+c=-8 —b+c=-9 —2b+2c=—18
44+2b+c=7 2b+c=3 2b+c=3
< 3c=—-15c=-5

1-b—5=-8«<0b=4, porloque f(z) =2>+4x —5.

Hallando el dmbito de f(z):
f(z) cuadrética y céncava hacia arriba.

V= (521 (30)) 3= 5 = -2y F=2) = (2P 4(=2) 5= -9

20" \2a) ) 2a 2
Amby = [—9, 00[
Represente gréaficamente y = f(x) si f: R — R con

—z? 42z +3 six € [—1,2]
f(x):{x+1 si ¢ [—1,2]
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Primero grafiquemos cada una de las funciones que determinan f(z), en todo su

dominio, y luego lo restringimos de acuerdo con la definicién de f(z)

¥ ¥

Y 3
/1

glx)=r+1 M) =—x® 2043 £z

"
e
b
w
\
i
ha
s
"

3.3.2. Ejercicios

I) Para cada funcién indique

a) Vértice y concavidad.

b) Ambito.

c) Intervalo donde f(x) es creciente.

d) Intervalo donde f(z) es decreciente.

e) Intersecciones con los ejes.

f) Intervalo donde se cumple f(x) >0
)

g) Intervalo donde se cumple f(z) < 0

1) f(x)=32*+5x—2
2) f(x)=-32—5x+2
3) flx)=—2*+2x -5
4) flz)=—2*+62—9
5) f(z) =42 —-122+13
6) f(zr)=92*—42x + 49

IT) Exprese para cada funcién f(z) del ejercicio anterior en la forma
b\ A
f(x)-a(m—l—%) ~1a

III) Se el vértice de la pardbola es V' = (—3,—5) complete la tabla.

X -5 -4 -3 -2 -1
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4. Funcion Inversa

4.1. Definicion

Dada la funcién f : A — B biyectiva. Se define la funcién inversa de f, denotada f~!(z)
por

fl:B—A

fHu)=v si y solo si f(v) =u
En general fof~! cumple que:

(fof Y (z)==x, parax € B

(ftof)(x)=x, paraxz € A

4.2. Ejemplos

—2
1) La funcién f : R — R con f(z) = 5 + 1 es biyectiva (comprobar). Entonces la

funcién inversa f~!: R — R satisface

[Hu)y=v st y solo si f(v) =u

Entonces
20 +1 =u
—2v+3 =3u
20—3 = —-3u
2v = —-3u+3
-3 . 3
v o= —u+ —
2 2
. 1 -3 3
Entonces la funcién inversa cumple f~(u) = - U + 3
Entonces
ffl:R—R
-3 3
-1 _ _° 2

En este caso se puede verificar que

(fof)x) =2 y (fof Y (z)=z
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2)

3)

Considere la funcién
g :[2,00[— [—16, 00]
g(z) =2 -4z —12

La funcién g(x) se puede expresar por
g(@) = (z — 2 — 16
y=(r—2)?-16

Para encontrar la funcién inversa hay que encontrar x en la expresion.

y =(x—2)2-16
(x—2)? =y+16
Vie=2)?2 =y+16
|z —2| =y+16 comox>2, |x—2|=x—-2
r—2 =/y+16
r =2+4++y+16

La funcién inversa es

g ' [=16,00[— [2,00]
g Hz) =24z +16
h:]—o00,—3] =] — o0, 16]

h(z)=—2*—6x+7

Para encontrar la inversa entonces se escribe

h(z) = —(x + 3)* + 16

Se puede comprobar que es biyectiva (ejercicio).
Para encontrar la inversa se despeja x en
y =—(r+3)*+16
(r+3)> =16—y
Ve +3)? =vI16—y
[z +3] =vI6—y

Dado que z < —3 entonces t +3<0 'y |r+3]=—-2—3

Entonces

—2-3 =6y
—r =3++16—y
r =-3- 6y
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La funcién inversa es
h!:] — 0o, 16] —] — 00, —3|
h(z) = —3— V6 =7

4.3. Ejercicios

1) Encuentre la funcién inversa de
a) h:[-1,4 —[-3,-7] con  h(z)=-2z+5
b) h:] —00,5] — [-16,00[ con  h(zx)=x2?—-10z+9
c) h:[-3,00[—] —00,16] con  h(zx)=—2*—6x+7
2) Represente graficamente

a) f:R—-R f(zr)=-222+1+3

—x2+1 siz <0
b)f:R_”R f(x): 2z+1 siz >0
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5. Funciéon Exponencial

Sea a un numero real positivo. Se define la funcién exponencial de base a por:
f:R—=R
f(z) =a”

. . . 3
Ejemplo La funciéon exponencial de base — es:

f:R—=R

f(@) = (;)

o= (97=() -1 9=
rn= () =(3) - fey= 2
£(0) = (3)0:1 fO)= 1
£(1) = (g)lzg F(1) = ;
= (3) =3 o=
) () G- i
o= (2 o= (3)

5.1. Propiedades

1) f(0)
2) f(1)=a'=a La grafica pasa por (1,a)

a’ =1 La grafica pasa por (0,1)

3) a® > 0 para todo z € R
Ambito: 0, 00|

4) Sia > 1 entonces f(z) = a” es una funcién creciente.

5) Si0 < a <1 entonces f(x) =a” es una funcién decreciente.
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5.1.1. Comportamiento de la funcién en los extremos del dominio

Primer caso Sia > 1

1) Cuando z toma valores cada vez mayores y tiende a 0o, entonces a” tiende a co. Esto
se puede expresar por:

r— 00 = a¥ — o0

2) Cuando x toma valores cada vez més pequenos y tiende a —oo entonces a” tiende a 0.
Esto se puede expresar por:

r— —o00 = a® — 0

En este caso la recta y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal de la curva. y = a®

3 T
Ejemplo Para la funcién f(z) = (§> se cumple:
. 3\"
Si z — oo entonces (§> — 00

3 X
Si x — —oo entonces (5) — 0

Grafica

Segundo caso Si 0 <a <1

1) Cuando x toma valores cada vez mayores y tiende a oo entonces a” tiende a 0. Esto
se puede expresar por:

r— o0 = a* — 0

En este caso la recta y = 0 (el eje =) es una asintota horizontal de la curva. y = a®
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2) Cuando z toma valores cada vez mdas pequenios y tiende a —oo entonces a” tiende a
infinito. Esto se puede expresar por:

r— —00 = a® — o0

2 x
Ejemplo Para la funcién f(z) = (g) se cumple:

) 2\*
Si x — oo entonces (g) — 0

) 2\*
Si x — —oo entonces 3 — 00

Grafica

a

Cuadro resumen 0 < a < 1

Ambito: )0, 00|
y Corta al eje Y en (0,1)

No corta al eje X, pues es una asintota hori-
zontal.

\ Decreciente

« > r — —00 = a® — 00
T — 00 = a® — 00
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Cuadro resumen a > 1

Ambito: ]0, oo
y Corta al eje Y en (0,1)

No corta al eje X, pues es una asintota hori-
zontal.

/ Creciente

> r— —o00=a’—0

r— 00 = a® — o0

5.1.2. Ejemplos

1) Lafuncién f : R — R con f(z) = 2" tiene ambito |0, co[. Es creciente y el eje X es
una asintota horizontal.

I

-1 1 2

2) La funcién f: R —-R con f(z)=—2".
Sabemos que 2% > 0,Vx € R. Entonces —2* < 0,Vz € R

Ambito : ] — 00, 0]

r— 00 =2 - 00 entonces r — o0 = —2¥ - —0
r— —00 =2 — (0 entonces z— —oc0o= -2 -0
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La funcién y = 2% es creciente, entonces y = —2% es decreciente.

]

—9r | = | -1

3) Determine el dmbito de g : R — R con g(z) =3 —4-3"

Solucion
3 > 0
—4-3* < 0
3—4-3% < 3
glx) < 3 Ambito | — 00,3

23
4) Calcule la preimagen de 3 0 la funcién g(xz) =3 —4 - 3*.

Solucién
23
3—4-3 = 253
—4.3% = 54— 3
—4.3% — 1?
3 = 9
3¢ — 32
r = —2
La preimagen de 3 es —2
o(-2="

9
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5) Cuél es la asintota de g : R — R con g(z) =3—4-3"
Solucién

Se sabe que 3* > 0 para todo z € R. Entonces
¥>0=>-4-3<0=>3-4-3"<3
La asintota es la recta horizontal y = 3.

6) Graficade g: R — R con g(x)=3—4-3"

—1
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6. Funcion Logaritmica
La funcién f : R —]0,00[ con f(x) = a®, a > 0 es una funcién biyectiva y tiene
inversa.

La funcién inversa se llama funcién logaritmica de base a y se define por

g:10,00[= R
g(x) = log,

Se cumple entonces que y = log, = es equivalente a x = a¥.

Ejemplo ¢:]0,00[— R
g(x) =logs x

Se pueden obtener algunos pares (z,y) del grafico de g(x) si se obtienen antes algunos
de su inversa.

3 xT
x (5) x log% x
1 4
—9 § 9 -2
2 2
0 1 1 0
3 3
1 5 2 1
9 9
2 1 1 2
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Grafica de y = log%x

6.1. Propiedades para g(z) = log,
1) g(1) =log,1 =0 La grafica pasa por (1,0)
2) g(a) =log,a =1 La gréfica pasa por (a,1)

)
)

3) El dmbito de la funcién es R.

4) Sia > 1 entonces g(z) = log, x es creciente.
)

5) Si0 < a < 1 entonces g(x) = log, = es decreciente.

6.1.1. Comportamiento de la funcién en los extremos del dominio

Primer caso Sia > 1

1) Cuando z toma valores cercanos a 0, pero mayores que 0, decimos que z tiende a 0
por la derecha y log, x tiende a oo.

r— 0" =log,x — —0

En este caso la recta x = 0 (eje y) es una asintota vertical de la curva y = log,z

2) Cuando x toma valores cada vez mayores y tiende a oo entonces log, x tiende a oo.
xr — 00 = log,x — o0

Estas condiciones estan ilustradas en la grafica anterior de y = logs x
2
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Segundo caso Si0 <a <1

1) Cuando x toma valores cercanos a 0, pero mayores que 0 entonces log, x tiende a oc.
r— 0" =log,x — o0

En este caso la recta x = 0 (el eje y) es una asintota vertical de la curva. y = log, x

2) Cuando x toma valores cada vez mayores y tiende a oo entonces log, x tiende a —oc.

r — oo = log, x — —00

Ejemplo y= log%a:

D=
—_
[N}

Cuadro resumen 0 <a <1 g(z) =log, x

Ambito: R
Corta al eje X en (1,0)

No corta al eje Y, pues es una asintota vertical.

log,a =1
1
Decreciente y concava hacia arriba

x— 0t =log, x — o0
| xr — 00 = log,r — —0o0

Si z €]0, 1] entonces log, x > 0
Si x €]1, 00| entonces log, z < 0
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Cuadro resumen a > 1

Ambito: R

Corta al eje X en (1,0)

/ No corta al eje Y, pues es una asintota vertical.

log,a =1

—_

Creciente y céncava hacia abajo.
r— 0" = log, z — —00
r — 00 = log,z — o0

Si z €]0, 1] entonces log, < 0
Si z €]1, 0o[ entonces log, © > 0

6.2. Otras propiedades de los logaritmos

A partir de las propiedades de la funcién exponencial se pueden obtener otras propie-
dades para los logaritmos
Si tenemos que

m

A" =y ;ad"=0v;ad"=w

m+

y se sabe que a"™"=ad"a" y u=v-w

Ademas

am™t

"=u = log,u=m-+n
a"=v = log,v=m

a"=w = log,w=n

Se puede escribir entonces

log, u = log, v + log, w

log, (v - w) =log, v + log, w
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De igual manera obtenemos las otras propiedades.
1) log,(MN) = log, M + log, N

M
2) log, (—) = log,M —log, N
N
3) log, M™ = n log, M
1
4) log, VM = — log, M
n
5) log,1=0
6) log,a =1

Estas propiedades estan definidas para M , N | a nimeros reales positivos. Sin embargo,
no siempre se pueden hacer las equivalencias pues tienen dominios diferentes.

Por ejemplo la funcién definida por h(z) = log,(2? — 1) tiene dominio
Dy, :] — 00, -1 [U] 1700[

Sin embargo la funcién definida por g(z) = log,(x — 1) + log,(x + 1) tiene dominio
maximo D, =| 1, o0]

Esta situacién hace necesario verificar las soluciones que se obtienen al resolver ecua-
ciones e inecuaciones logaritmicas.

6.3. El numero real e

Complete la tabla siguiente

T (1+ )=
0.1 2.5937

0.01

0.001

0.0001

0.00001

0.000001
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Cuando z toma valores positivos muy cercanos a 0 la expresién (1 +x)% toma cercanos
a 2.71828...

El nidmero real que se tiene como limite de (1 + x)% se denota por €.
Se define entonces

FiR—=]0,00] fla)=er

9:0,00[= R g(z) =log.x

Dado que e > 1, las funciones definidas por y = €” y y = log, z tienen las caracteristicas
enunciadas para a > 1.

El log, x se llama logaritmo natural de x y se denota:

log.x =Inx
6.4. ;Como resolver una ecuacién logaritmica?
Ejemplo

La solucién de la ecuacién  logs(x +5) — logs(x — 3) = 2 es = 4. El procedimiento
es el siguiente:

logs(x + 5) — logg(z — 3) =2

5 5 5
:>10g3<§—+3) —2= (””3) :32:>x+3:9z>x+5:9(x—3)

xr —

—32
:>x—|—5:9x—27:>x—9x:—27—5:>—89(::—32:>x:_—38:>x:4.

En las ecuaciones logaritmicas se debe verificar la solucién probando la ecuacion inicial.
Prueba

logs(x +5) — logg(z — 3) =2

logs(4+5) —logs(4 —3) =2

logs 9 —logs 1 =2

log; 32 —log; 1 = 2

2log 3 —0=2

2-1-0=2

2=2 Verdadero

El conjunto solucién de la ecuacién es S = {4}
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6.5. Ejemplos

1)

1\ 2
Considere la funcién g : R — | — 00, 4] definida por g(z) =4 — (§> :

Defina en forma completa la funcién g=!(z). Represente en un mismo sistema de ejes
las funciones g(z), g7'(z) y h(z) si h : R — R; h(z) = x.

Solucion

g(z) = 4— (%)x:,y:zx— (%);» <%>x:4—y:>:v:logé(4—y)

=y=logi(4—2)=g '] -004—=R con g '(z)=logi(4—z)

g (x)=log, (4-x)

Determine el 4mbito de la funcién f: R — R  con  f(x)=5—3- 4"

Solucion

VzeR 4% >0=-3-4""1<0=5-3-4*"<5= f(r)<5 entonces el
ambito es | — oo, 5]

Considere la funcién g : R — | — 00, 3[ definida por g(z) = 3 — 37*. Defina en forma
completa la funcién g—!. Represente en un mismo sistema de ejes las funciones g(z),
g z)yh(x) sih:R—R con h(z)=u=z.
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Solucién

Encontrar la inversa y =3 -3 "<& y—-3=-3"<3—-y=3""
Slogs3—y)=—rx=-log33—y) =g '(x) = —logy(3 — )
= g '] — o0, 3[— R.

97! (x) = —logy(3 — x)

4) Considere la funcién definida por g(z) = —logy 5(z + 2).

a) Calcule el maximo dominio de g(x).

b) Represente gréaficamente y = g(x) en su dominio maximo.

Solucion

a) Calcule el méximo dominio de g(x).
r+2>0&2>-2, Domy:|—2 00

b) Represente graficamente y = g(x) en su dominio maximo.
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5)

T+3
Determine el dominio maximo de la funcién h(z) = In <e + 2).
eCC J—

Solucion

e’ +3

er — 2

Se tiene e +3 >0 V z € R, por lo que es suficiente y necesario resolver
e —2>0e">2&x>1n2

Dy, ;] In2; 00

>0

Se debe cumplir

Encuentre el conjunto de ntimeros reales que son solucién de
2
823 4 7.8% =30

Solucién

Sea u =287, 835.82%47.8°—30=0= 83 u2+7u—30:0:>u:—§;u:2
Se deben resolver las ecuaciones 8% = —T15 y 8% = 2.

La ecuacién 8% = _TE) no tiene solucion pues 8% > 0.
Ademés,8x22:>3x:1:>$:%

El conjunto soluciéon es S = {%}

Encuentre el conjunto solucién de la ecuacién 64737 — 6173% = 46440.

Solucion
Sea u =637 6437 — 6173% = 46440, v - 6* — 6u = 46440 = u(64 — 6) = 46440
46440 —2
=— =236 63" =62= -3r=2=>0=—
U 6 —0) , T T 3

61435 — 61435 = 6412 — 612 = 6° — 67 = 46440

-2
El conjunto solucién es S = {?}
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2 -4 x>1

8) Seag:R —R con g(x)=2—4=1 g(a:):{ 9 go-1l 41

a) Determine los puntos de interseccién de y = g(z) con los ejes.

b) Calcule ¢ (g) vy g (_71)

c) Represente graficamente la funcién e indique el &mbito.
d) Encuentre el conjunto S = {z € R/ —2<g(x) <1}

Solucion

a) Determine los puntos de interseccién de y = g(z) con los ejes.
Int,=2—-4"1=2_4=-2
Int, =2 —4k=1 =0

-1
b) Calculeg(g) y g (7)
5 2|1 3 3
g 5 =242 =2—-42=2—-+y64=2—-8=—6

1 _ y :
9(7) S o R I - P, JE ) S G Y g

c) Represente graficamente la funcién e indique el &mbito.

y =2 — 4l==1l Amb, = [1,400]

TN

1 L 1
i 1 Z 2
-1
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d) Encuentre el conjunto S ={z € R/ —2 <g(z) <1}

—2<2 4P <1 =5 -2 <2 — 4l

4\$—1|§4

lz—1] <1

—-1<z—-1<1

0<z<?2

x € [0,2]

2 —4l=1 < 1

<4 l=0<|jz—1=2€R
RNJ0,2] =10,2]

S =10,2]

9) Considere la funcién definida por g(z) = logs (z 4 1)

a) Calcule el méximo dominio de g(x).

b) Represente gréaficamente y = g(x) en su dominio maximo.

Solucion

a) Calcule el méximo dominio de g(x).
r+1>0=x>-1

Domy =] — 1, +00|
b) Represente graficamente y = g(z) en su dominio maximo.

g() = logy (a + 1)

5 r




Funciones 58

10)

11)

12)

Encuentre el conjunto de todos los ntimeros reales que son solucion de la ecuacion
logy (7 — 122) 4 logs (22 + 8) =3

Solucién
logs (7 — 122) 4+ log; (22 4+ 8) = 3 = logs[(7T — 122) - (22 + 8)] =3

= (7T—122)-(2248)=5"= 142 +56—242> — 691 =5 = —242? —82x—69 =0
—23
12

-3 —23
5= {77?}

2-7
Encuentre el dominio maximo de la funcién h(z) = \/ 1 —log. 5 ( g q:)

- , .. 7
=1 = To = -5 Los dos nimeros pertenecen al dominio } —4, — {

12

Solucion

Se deben cumplir:

2—Tx

i >0
i) 3
2—17
in1—b%j( 5x)>0
Entonces:

2—7 2
i) 5x>0:“ﬁx>—2:x<?
. 2—Tx 2—Tx 2—Tx -1

2 -1 -1
Se debe cumplir que = < - y < 5 entonces Dominio = } —00, 5 [

Encuentre el conjunto de todos los nimeros reales que son soluciéon de la ecuacion
e84 2.7 —35.¢72% =

Solucién

e BT+ 2.7 —35. 2T =0=e2%(e 5% 4+2.3%-35) =0
= e 064 92.e83% _35=0
Seau=e3*=u>4+2u—-35=0=u=-7 V u=>5

e73% = —7 no tiene solucién.

e 3% =5 entonces —3xr=Inb =z =

—In,5
{57

—Inb
3




Funciones

29

13) Sig: R — R con g(x) = 3 — 9! encuentre los puntos de interseccién de y = g()

14)

15)

16)

con los ejes.

Solucién

Conelejeyxz=0 g¢(0)3—-901=_—¢
Corta el eje y en el punto (0, —6)

Conelejery=0 gr)=0=3-9 1 =0= 91l =3=3%-1l-3

1 1 3
:>2\x—1|:1:>|x—1|:§:>x1:§ Vo oxg = —.

1 3
Corta el eje y en los puntos (5, O) y (5, 0)

1
Considere la funcién g :] — oo, g[—> R definida por

gug=1+b&(%—x>

Defina en forma completa la funcién g~ (z).

Solucion
1 1

@4JRH}—QL—{ g (z) = > —

371
3 3

Encuentre el conjunto de nimeros reales que son solucién de 0.27%+ > (. 223

Solucién
0.27%tt > (. 22*3
—r+1 <2zx—3 (Lafuncién y = 0.2% es decreciente)
—r—2r <—-1-3

-3z <-4
>4
x f—
3
4
S:}g,oo{

Encuentre el conjunto de nimeros reales que son solucién de log, o(5 —z) > —1

Solucién

Note que el dominio de y = log, 5(5 — x) es | — 00, 5]
Entonces log, o(5 — z) > —1 = log, 5(5 — ) > log, 5 0.27*
=5-2<02'=>5-z<5=2>0

S =10, 5[
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6.6. Ejercicios

1) Sig: R—{3} = R con g(x) = logs |z — 3| encuentre los puntos de interseccién
de y = g(x) con los ejes.

1 xT
2) Considere la funcién ¢ : R —] — 00, 2[ definida por g(x) =2 — (5) .

Defina en forma completa la funcién g—!(x). Represente en un mismo sistema de ejes
las funciones g(z), g7'(z) y h(z) si  h:R—R, h(z) ==z.

3) Considere la funcién definida por g(z) = log% (x +1).

a) Calcule el méximo dominio de g(x).

b) Represente graficamente y = g(z) en su dominio maximo.

4) Sea qg: R — R con g(x) — 9lz—1|-1

a) Determine los puntos de interseccién de y = g(z) con los ejes.

b) Represente graficamente la funcién e indique el ambito.

5) Sea g: R — R con g(z) = 2 — 4l=~1

a) Determine los puntos de interseccién de y = g(z) con los ejes.

b) Calcule ¢ (g) vy g (_71)

c) Represente graficamente la funcién e indique el &mbito.

d) Encuentre el conjunto S = {r e R/ —2 < g(x) <1}

6) Sea h :] — 00,2[— Ry h(x) = 1+ logy(2 — z). Defina en forma completa la funcién
h~!(x). Represente en un mismo grafico y = h(z) y y = h™'(z).

7) Encuentre el conjunto de nimeros reales que son solucién de:

a) 6301 > 2167147

b) 0.5+ > (.52

¢) logy(x —2) > —1
)

d) log, s(32 —2) > —2
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8) Considere la funcién g(x) = log, 5(—2x + 1)

a) Indique el méximo dominio y el &mbito de la funcién.

b) Defina en forma completa la funcién g~ (x).

9) Sea h: R —]2,00[ y h(x) =2+ 0.5"2

a) Defina en forma completa la funcién h=!(z)
b) Represente en un mismo grafico y = h(z) y y = h=(z).
c¢) Encuentre el conjunto S = {x € R / h=!(z) > 2}.

10) Encuentre el conjunto de todos los niimeros reales que son solucién de la ecuacién.

a) 2371 4 5.22% = 83. 27 — 40,

; 36*490 + 10

)

¢) 2720 — 977 — 6,

d) 3172% _ 3320 — @48,
e) logy(z — 1) + logy(x 4+ 3) —logy (22 + 1) = 2.
0.125%70:5

=8.0.25"1
N =5
) 3233-1—1 5 2$+1
1
h) 1og%(3x—|—4)+10g% <§_ﬁ) —1.
L 3e T 410

j) 7.3 =520,

11) Considere la funcién definida por f(x) =2+ 37%.

1) Calcule el méximo dominio de f(z) y el &mbito.

2) Represente graficamente y = f(z) en su dominio maximo.

12) Considere la funcién definida por f(x) = -2+ 37".

1) Calcule el méximo dominio de f(z) y el ambito.

2) Represente graficamente y = f(x) en su dominio maximo.
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13)

14)

15)

16)

17)

Considere la funcién definida por f(z) =5 —47".

1) Calcule el méximo dominio de f(x) y el &mbito.

2) Represente graficamente y = f(x) en su dominio maximo.

Determine el dominio méaximo de la funcion

a) h(z) = In (‘; - ;)

_ logy(z* — 4)
b) M) = 5 e @5 = o)
) = o165 =27
&) hiz) V237

- —2—10g%(x— 1)

e) h(x) =+/125—0.2°

_ logy(? — 4)
D h@) = 5 e @ = 29

g) h(z) = Vi— 27

Determine el 4&mbito de la funcién f: R — R si  f(z) = log(z? + 2z + 101).

Sea ¢ :|3,00[— R con g(x) = logs(x — 3)

a) Determine los puntos de interseccién de y = g(z) con los ejes.
b) Resuelva la ecuacion g(z) = 2.

c) Represente graficamente la funcién e indique el &mbito.

Sea g :]3,00[— R con g(x) = log;(3 — x)

a) Determine los puntos de interseccién de y = g(z) con los ejes.
b) Resuelva la ecuacién g(z) = 2.

c) Represente graficamente la funcién e indique el ambito.
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18) Sea g : R — {3} — R con g(z) = log; |z — 3|

a) Determine los puntos de interseccién de y = g(z) con los ejes.
b) Resuelva la ecuacién g(z) = 2.

c) Represente graficamente la funcién e indique el d&mbito.

19) Considere la funcién g :] — 0o, 8[— R definida por g(z) = logs(8 — x).

Defina en forma completa la funcién g~ (z).

Represente en un mismo sistema de ejes las funciones g(z), g~ () y

h(z) si h:R—R; h(z)=ux.
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