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De ahora en adelante consideraremos espacios vectoriales K donde K =R oK =C

Definicién

Sea V un espacio vectorial sobre K. Una aplicacion <,> :VaV — K se dice un Producto interior sobre
V si verifica:

(1) <v,o>>0YeV,<vv>=0<«<=v=2>0
(2) Yuy,ve,w inV, Va,[ € K

< avy + Prg,w >=a < v, w >+ < vg,w >
(3) <v,w>= < w,v >Yv,w € V,donde”—" indica el complejo del conjugado

Propiedades

(1) Vv eV :<v,v >=< 0,0 > entonces < v,V >€ R
(2) Si K =R y v espacio vectorial sobre R entonces (3) anterior se transforma en < v, w >=< w,v >
(3) < v, 1wy + qowy = ap < v, w; >+ < UV, Ws >, en efecto:

<V, W1 + Qwy >= < Wy + aws, v >

= < WLV > 0 < Wy, U > =< W, U >+ @< W,V
=) <V,wW; > 0 <V, Wy >

En particular si K = R se tiene:
< v, awi + Pwy >=a < v,w; > +L < v, wy >

Definicion

Si V es un espacio vectorial con producto interior sobre R se dice que V es euclidiano. Si V es un espacio
vectorial con producto interior sobre C se dice que V es unitario.

Definicion

Sea V un espacio vectorial con producto interior, v € V. Se llama norma (o longitud) del vector v al numero

]| = V<0, 0>

Propiedades

(1) || =0 <= v=0
v =0<= /<o >=0<=<v,v>=0<=v=>0
(2) llaw]| = lall|v]]

lav|| = /< av,av > = Jaa <v,v > = /|a]? <v,v > = |a/<v,v > = |al||v]

(3) Yo,w € V| <v,w >< ||v||||w]| desigualdad de Cauchy-Schwartz
(4) lv +wl| < vl + [Jw]]




Definicion

Sea V un K-espacio vectorial con producto interior

(1) vyw € V, v es ortogonal a w si < v,w >= 0
(2) un subconjunto {v1,vVa, ..., U, } de V es un conjunto ortogonal si < v;,v; >=0 Vi # j

(3) un subconjunto {v1,vs,...,U,} de V es un conjunto ortonormal si es un conjunto ortogonal y
o =1 ¥i=1,..n

Lema
Si {Ul, Vg, ..., Un} es un conjunto ortogonal de vectores no nulos, entonces {Ul, Vo, ..., Un} es L.1.
Corolario
Si un vector w es C.L. de un conjunto ortogonal de vectores no nulos {Il, To, ..y :L‘n} entonces w es igual a la C.L.
particular

w i <w, T >x

AV A E

Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt
Sea V un espacio vectorial con producto interior y sean T, X3, ..., Ty vectores L.I. cualesquiera de V.
Entonces se puede construir vectores ortogonales Y1, Y2, ..., Ym en V tales que para cada k= 1,...,m

<Ay, Y2, s Y} >=< {1, T2, ..., Tk} >
Ejemplo(para n=4)
Si V es un espacio vectorial con producto interior y X1,Zo, X3, Ty son vectores L.I. de V, entonces los vectores
ortogonales construidos con el proceso anterior son:

Y1 =21
< T2,l1 >
Yo =22 — ————5 U1
1l
< T3, Y1 > < X3, Y2 >
Y3 =23 — — 5 V1T T2 Y2
[ 92|
B < Ty, Y1 > < T4, Yo > < T4, Y3 >
Yo = Tq — 5 Y1 — > Y2 — 5 U3
1 92| A

Corolario

Todo espacio vectorial de dimension finita tiene una base ortonormal
Definicion

Sean V un espacio vectorial con producto interior, W subconjunto no vacio de V. Se llama complemento
ortogonal de W y se denota como Wt al conjunto:

WH={zecV|<z,v>=0 Yve W}

Observacion

(1) W es un espacio vectorial de V
(a) < 0,0 >=0 Yv €V, en particular < 0,v >= 0,Yv € W entonces 0 € W+ # ¢
b)zeWt=<2,0>=0YoeW
yeEWt =<y v>=0VYoeW
<zHyv>=<z,0>+<y,v>=0+0 Yv €W entonces z+y € W+
() VA e K,z e W+
< Ar,v>=A<z,0>=0 Yv €W entonces \x € Wt
De (a), (b) y (c) W es un subespacio.
(2) Si W es un subespacio y x es ortogonal a todo vector de una base de W entonces x € w+t



Definicion

Sean S y P dos conjuntos de un espacio vectorial V.Diremos que P es ortogonal a S si Vu € S,Vv € P <
u,v >=0

Se escribe S L P para indicar que S y P son conjuntos ortogonales.



